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1.Introduzione. Esporrò dei risultati che ho ottenuto molto recentemente in collaborazione con I.LASIECKA e H.TANABE. 
Essi riguardano questioni connesse ad esistenza locale, stime a priori (e quindi esistenza globale) e regolarità delle soluzioni del seguente problema di Cauchy. 

% nta >0, 
u(0) = u, ED(M). 

dove M è un operatore lineare chiuso che agisce da D(M)CX in X, X essendo uno spazio 
di Banach, ed M invertibile, cioè esiste M"! limitato. 
La funzione non lineare f è definita da [0,°0)xY a X, con Y uno spazio di Banach tale che 

(2) D(M)CYCX, 

con immersioni continue. 
Ci sono molte equazioni di interesse fisico che possono essere messe nella forma (1) Per esempio, la famosa equazione di Benjamin-Bona-Mahony, studiata in [BBM] e sue varie estensioni rientrano in questo tipo. 
Faccio riferimento a [C,SS] e, sopratutto al lavoro di J.A.GOLDSTEIN, R.KAJIKIJA, S.OHARU [GKO], poichè i risultati che esporrò ridanno ed estendono molti dei loro. Mi limiterò, negli esempi, a considerare un solo specifico operatore differenziale M, ma 
molti altri, come quelli trattati in [SS], potrebbero essere sostituiti ad esso. 
Ricordo che l'equazione formulata da Benjamin,Bona e Mahony ha la forma 

p. 
u 

U, +(u+ 3 -Usxt = 0, (x,t) ERx(0,0). 

Essa modella onde lunghe con piccola ampiezza e costituisce un modello sostitutivo per 
l'equazione di Korteweg-de Vries. 
Tornando alla equazione astratta (1), essa é stata ampiamente studiata [vedi,p.e.[CS,pp.166-179]], dove f agisce da [0,T]xB in V', duale dello spazio di 
Banach riflessivo e separabile V, e B è una sfera chiusa centrata in ujeV. 
L'approccio a (1) che descriverò è, invece, più vicino a [GKO], e consente di trattare (1) 
in uno spazio non riflessivo. 
Il seminario è suddiviso in tre parti. . 
La sezione 2 contiene l'enunciato dei risultati principali. Gli esempi che motivano ed 
illustrano i teoremi astratti sono dati nella sezione 3. La sezione restante fornisce un cenno delle prove. 

2.Enunciato dei risultati principali. Cominciamo col seguente teorema di 
esistenza locale. 

TEOREMA 1. (Esistenza locale) Valga (2) e sia f:[0,00)xY+X in t>0 e localmente 
lipschitziana in u E&Y ,con costante di Lipschitz uniforme in t E[0,T], per ogni T<o., 
Allora per ogni ugED(M) esiste To co tale che (1) ha una unica soluzione stretta 

u=u()YECl (10,T, sax): DM). max 

Seguono due affermazioni sulla regolarità della soluzione. 
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TEOREMA 2. (Regolarità spaziale) Va/gano le ipotesi del Teorema 1. Inoltre esistano 

a>0 e uno spazio di Banach Z tale che M abbia potenza frazionaria M° soddisfacente 

D(M°+!) CZ C D(M9). 

Se f: [0,00)xZ —D(M9) ha la proprietà 

(3) t-f(t,u) è continua da [0,%) in D(M°), per ogni uE Z; 

Per ogni R,T>0 esiste C=C(R,T) tale che 

(4) |{f(t,u,)-f(t,u,);D(MISC(R.T) Iluj-ug;ZIl 

OstsT, u;€Z, ||u;-ug; Z||SR, 

e ugE D(M©*1), allora la soluzione u di (1) ha la regolarità 

u E COMIO,T pay); D(M94!)). max 

TEOREMA 3. (Regolarità temporale) Supponiamo che esistano R,T,K>0, 0<0<1, tali 

che 

(5) ICE, 0 )-f(t9,07);X|{SKC |ty-t,|9+lu;-0,;Y]]) 
per ogni t; € [0,T], lu;-ug;Y]<R.i=1,2. 

Se ug ED(M), allora il problema (1) ha una unica soluzione stretta locale u tale che 

u'eC90,T,;D(M)], per un opportuno T,E(0,T]. 

I prossimi risultati concernono stime a-priori della soluzione di (1) e porteranno alla 
esistenza globale di essa. 

TEOREMA 4. Sia u(t) la soluzione di (1) descritta nel TEOREMA 1. Supponiamo 

che esista uno spazio di Banach W tale che 

Se u(0)=u, ED(M)NW, allora ult) EW e 

(6) Iu(t); Wil K(Ilu(0); WI), 

dove K;() non dipende da Trax. 

Inoltre ,Me f abbiano estensioni M, e f), rispettivamente, ad uno spazio di Banach 

XDX soddisfacenti proprietà analoghe (cfr. Teorema 1) e 

(7) If, (t,u); X ll < C (ilu;WIl) Ilu;D(M Il g(t), 

dove ge L localmente. 

Allora per ug ED(M)NW, si ha 

(8) [lu();D(M )[{< K (Ilug; DAM][.|lugsW |) ig;L'0,5)II, O<t<T ax: 
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Notiamo che se X=X, allora la (8) implica subito che la soluzione u del problema (1) 
è globale, perchè altrimenti 

Mi Ilu(t);D(M)Il = co 
max 

([P,pp.185-186]), contraddicendo (8). 

Se, invece, X è strettamente contenuto in X, la stima a priori ottenuta in (8) può essere 
presa come (6), con W= D(M,). 
Iterando il ragionamento, si ottiene il 

TEOREMA 5. Valga l'ipotesi (6), ed esistano n spazi di Banach X; ed estensioni Mj 
e f;, i=l,..., n,tali che 

(9) RI: e RX, 

(10) M=M, f=f 

(11) Nf(t,u); X;ll <C;(Ilu;D(M;_IDllu:;D(M,)Il g;(1), 
con gje LI localmente, i = 1,...,n. 

Allora c'è gr3;€ L' localmente, tale che 

Ilu(t);D(M)II <K(Ilu(0);D(M)II) Il En+1 ;LI(0,b)II 

e la soluzione u di (1) è globale. 

Un criterio semplice per avere una stima del tipo (6) è dato dal seguente 

TEOREMA 6. Sia M la parte in X di un operatore autoaggiunto positivo M, in uno 
spazio di Hilbert X2X tale che per ogni t €[0,T],0 <T<T max » € Ogni soluzione 
u E CK[0,T];D(M)), (garantita dal Teorema 1), si abbia 

(12) (F(tu(6),u(b)) x <0. 

Allora (6) è soddisfatta con W =D(M!2). 

Osserviamo che (12) è banalmente soddisfatta se (f(hu),u)x, <0 perognit>0e 

UED(Mp). 

Dimostriamo velocemente il Teorema 6. 

La soluzione u =u(t) di (1) è CO) da [O,T,,ax) in Xo: 
Prendendo il prodotto interno ( in Xo) della equazione di (1) con u(t), la (12) assicura che 
si ha 

SIM! ud; XMI<0, Oster,y 
e così 

Ilu(t):D(Mp!3ll < Ilu(0); D(Mp!/2ILK 
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3. Esempi motivanti il modello astratto (1) 

3.1 Questo è il problema studiato in [GKO]. Essi considerano 

u, - Au, = div f(u), su (0,0)xQ, 

(13) u(t,x)= 0, t>0, x E09, 

u(0,x) = ug(x), u EW??(2)N WIP(Q),: 

dove co>p>max {n/2, 1}, £ essendo un insieme aperto limitato di R", n=>2, con frontiera 

regolare 09; Î è una funzione vettoriale f (u)=(f (u),...,f (u)) di classe Cl2(R;R?) con 

f(0)=0. 
Il problema (13) diventa un caso speciale di (1) una volta che si prenda 

X=LP(Q), M=I-A, 

con Au=Au, uED(A)= Y=W2:P(QNWOP (O), 

f(t,u) = div f(u). 

Poichè p>n/2, il Teorema di immersione di Sobolev implica che 

Ilu; L(QII < CI u; WZP(QII 

IV: f) (u); L(QII <C (Ilu;W2P(9)II. 

Utilizzando queste due stime, vediamo che per ogni uj,u€ W2-P(Q), con 

lu; ; W-P(QI <R, R>O, i=1,2, 

si ha Iif(uy) - f(u,); XIl:< II(V- f)(u)) - (V- f)(u)); L°(QI IVup;Xl 

+II(V- Î)Y(0));L(QIl Vu) -Vug; XI 
sC(R){Iluj;WP(Q)II uu; LAQI vo; WADI 
<C(R) Iluj-u); W2P(Q)Il = C(R)ilu-u,; D(MNII. 

| Possiamo quindi applicare direttamente i risultati dei Teoremi 1 e 3. 

Per otteriere stime a priori opportune, assumeremo 

If';(s)l <M(1+ls)®, sER, i=l,...n, qa Î 
Osas2(n-2)1, n>2. 

Poichè vogliamo applicare il Teorema 6, con X= LA), per evitare complicazioni, 

ci limitiamo al caso 
p22. 

Prima verifichiamo la (12), con W=Hj(9). 
A tal fine, poniamo 



F(u)=f(u)u , F(u)= f î0ss. 
0 

Applicando due volte il teorema della divergenza, si ottiene 

CU), = f tive) - 71) -vuldo 
dQ 

i F(u)99 - / div F(u)dQ= f F,(u)9Q- j F(u)9Q=0, ueH!(9), 
0 Q dQ 0 

poichè F(0)=0 e Ujgg=0, come si è asserito. 

Resta da provare la (7) 

Il discorso è diretto se 2<p<n. 
Infatti, in tal caso, in virtù della ipotesi (14), per la disuguaglianza di Holder e l'immersione 

20 

. W"(Q) CL"2(Q), 
si ha 

If(t,w);XIl < C( I lulP WulP dx)!/P < 
Q 

op! [ PR Ip 
<C( f lul Pgx)î( f IWul"P dx) P® 

Q Q 

2 

-2 s C,llu;Hj(Q)II" 

e quindi la (7), con W = HI(Q). 

Ilu; W??(Q)I, 

Se p>n, si prende una r<n cosicchè la precedente stima è vera per p=r .Si innesca così la 
procedura indicata nel Teorema 5 scegliendo X=Xo=LP(Q), X E L(Q), D(M)= 
=W2:{2NWy}(Q), D(M,)=D(M), M,=M, M;= estensione di M a X,. 

Adottando sempre la scrittura f(u) per le sue estensioni si ha 

(15) If); Xoll < C ilu; L'AQIVU; LPD. 
Poichè 

IVu;XII < C Ilu;W2-P(Q)II 

W2MQ) CL®(Q), n/2<r<n, 
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“ueC®") ([0,T 

si ha 

lu; LEQ < C" Hu; W2"(QII, 

che è quanto desiderato. 
Si conclude, dunque, che 

Iu(t); W®P(Q)I < K (Ilu(0); D(MII) 
e l'esistenza globale è assicurata. 

Notiamo, infine, che se f è più regolare, è possibile applicare il Teorema 2. 

3.2. Consideriamo il problema 

(1-2) 2 (1) +(F(u(t,2)), =0, OstsT, x ER, 
ox dt 

(16) u(0,x) = up(x), x ER, 

lu(t,x) >0 perlxl> c0,t> 0, 

dove F è Cl!) da TR in sè e F(0)=0. 

Denotiamo con C(IR) lo spazio delle funzioni continue e limitate da JR in ]R, normato da 

Ilull=sup lu(x)). 

CR) è il sottospazio di C(]R) delle funzioni u(x) convergenti a zero per lx|-©o. 

Il problema (16) rientra in (1) se si pone X=Cy(R), 

Mu = u-u",u ED(M) = fu EX;u EW2I(R), v'EX|, q>1, 

f(u)(x)=-F{(u(x)u(x), uED(M). 

E' ben noto [S] che 

sup lu(x)l +sup lu'(x)l < C IlMu;XII, ueD(M). 

Inoltre, poichè F'(0) = 0, f muta D(M) in X. 

Poi, se uj, U, soddisfano llu;; D(M)II<R,i=1,2,siha 

If(u}) - f(u5); XII < c;(R) lluj-u3; XII + co(R) uu); CORI < 

< c3(R)II uj- Ua; D(M)I. 

Pertanto, si applicano i Teoremi 1 e 3. Essi forniscono esistenza ed unicità di soluzioni u 

di (16) tali che, rispettivamente, 

piasdì D(M)}, 

u'eC8[0,T;D(M)], 0<0<1, per un certo TE(O,T.pax)- 

Per applicare il Teorema 2, basta assumere che F sia sufficientemente regolare ed alcune 

sue derivate si annullino in 0. 

Per esempio, limitiamoci a a=l. 
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Si deve allora stimare 

Il f(u))"-f(up)"; X ll= suplg"(x)!, 

dove g(x) = F'(u(x))u;'(x) - F(u(x))u9'(x). 

Calcoli elementari mostrano allora che se FEC®(R), con F'(0) = F3X(0) =0, 
allora per ogni u;ED(M?), Ilu;;D(M2)lI < R, i =1,2, si ha 

IM[f(u) - f(u3)] ; XII < C(R) Ilu;-u,; D(M3)I. 

Veniamo alla esistenza globale della soluzione. 
Osserviamo, prima di tutto, che la stima a priori (6) vale con W = H!(]R), come risulta, 
per esempio, da [GKS, p.623]: 

Ilu(b:H'0R)Il = Hu(0);H'(R)II, O<t<T rav 
per ogni u(0) = ugEW=P(R)NH!R), dove p>I. Inoltre, se F soddisfa 

(17) IF'(s) < C(1+lsl)®, a>0, 

allora la (7) del Teorema 4 è vera, con X3=X= Co(R). 

Infatti, poichè F(u)u,€ Cy(R), uED(M), (si noti che F(0)=0), si h 

If(u); CoARJI <sup lu'(x)lsup IF'(u(x))l 

< Csup (1+lu(x)))“suplu'(x)l. 

Ora, è ben noto [P; p.222] che H!(]R) è immerso con continuità in Cy(IR), e così 

If(u); XII < K (ilu;H!(R)II) Hu; D(MJI. 

Si conclude che per ogni ugE D(M) esiste una unica soluzione locale con la regolarità 
suddetta e se US D(M)NH!R)NWP(R), per un p>I, ( in particolare, se 

ug€H%R)), 
la condizione (17) garantisce che tale soluzione è globale. 

3.3 Consideriamo il problema 

9? 

(1 Do (1,04 (1,4 (Flu(ta), =0, 0OstsT, 0sxsl, 

(18) u(0,x)=ug(x), 0<x<l, 

u(t,0) = u(t,1)=0, O<t<T. 

Questa volta prendiamo come X lo spazio C|[0,1], 



D(A)= {u €C®[0,1]; u(0) = u(1) = 0}, Au=u", u ED(A), 

M =1-A. 

A genera un semigruppo analitico in X a dominio non denso e così M ha inverso limitato. 

Supponiamo FEC‘®(]R) e poniamo 

{(u)(x) = -u(x) - F(u(x))u'(x), u € Cl9IO, 11. 

Si vede subito che tutte le ipotesi dei Teoremi le 3 sono soddisfatte. 

Per studiare l'esistenza globale della soluzione di (18), osserviamo che il Teorema 6 può 

essere applicato con X= L2(0,1) e 

Mg dato da D(Mg) = H?(0,1)NH}(0,1), Mu = u-u", uED(My), perchè 

per ogni ueD(M)) si ha 
I l 1 1 

(uz = f vv | Fa=3] artt] LF U0)UIx = 
0 0 0 

1 

-| F(u(x))u'(x)dx = G(u(1)) - G(u(0)) = 0, 
0 

u 

con G(u) = Î F(s)ds. 

0 

Così lo spazio W in (6) è Hj(0,1). 

Supponiamo che valga la (17) per la F. 
Allora anche l'ipotesi (7) è soddisfatta, con la scelta X,= X = C[0,1]. 

Infatti, poichè lu'(x)l < C Ilu;D(M)II, per ogni uE D(M) e x€E [0,1], 

abbiamo 

If(u); XII = sup lu'(x) + F'(u(x))u'(x)l < sup (1+IF'(u(x))IMlu; DIMMI < 

< sup uan +lu(x))®) Ilu;D(M)Il< i 
x 

sC(ilu;XIM) lu; DMI C(ilu;H(0,1)I1) Ilu;D(M)II , uED(M). 

Concludiamo che se F ha la proprietà (17) e uy E D(M), cioè up è Cl) su [0,1] e 

u(0) = u(1)= 0, allora c'è una unica soluzione stretta globale u di (18) definita su 

[0,), cioè ue Cl!) ([0,00);D(M)). 
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4.Dimostrazioni 

Dimostrazione del Teorema 1 

Supponiamo che per ogni T >0 e per ogni c >O ci sia una costante L(c,T)=0 tale che 

IIf(t,u,) - f(t,uo); XII<L(c,T)Il Upug; YI, 

dove 0<t<T e lu; Yll<c,i= 1,2. 

Poichè 
Il Ml y;YII < KIM"! v;D(M)II = kllv;XII, 

se v, w E X hanno norma < c, allora IIM"v;YIl < ke, IM"w;YIl< ke. 

Se ne deduce che 

I{Ct,M"1v) - f(t,M"w);XIl < KL(kc,T) Ilv-w:XIl 

Ora, in virtù del Teorema 1.4 di [P,pp.185-186], per ogni vy= Mug, c'è un Tmax >0 tale 
che il problema 

= -l (19) Ra v(t), t>0, 

v(0)=vo 

ha una unica soluzione"mild" su (O, Tian): 

Ciò implica che M"!v(t) = u(t) è continua e soddisfa l'equazione integrale 

l 

Mu(t) = Muy +] f(s,u(s))ds. 

0 

Ma allora Mu(-) è CI) su[ O,T ) e vale (1). 
max 

Notiamo infatti che, essendo M un operatore chiuso, (Mu(t))'= Mu'(t). # 

Il Teorema 2 si prova applicando M° alla (1) e sfruttando poi le ipotesi (3), (4), come 
nel Teorema 1. 

Dimostrazione del Teorema 3 

Ponendo Mu = v, il problema (1) diventa (19), con vo = Mug. 

Notiamo che, in forza delle ipotesi, ci sono costanti positive €, €] e K tali che se 

Ilv; - Mug; XII < epOst;,tb<8, 

If(t,, Mv) - f(ta, M'1v,); XII < K{Ity-t,19 + llvj-v;X I}. 

Posto B= max If(t,ug); XII, scegliamo T>O tale che 
Os<t<e 

2T( B+Ke,)< €; 
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Se O =CI 0,Tj;X], con la norma del massimo ed & è dato da 

P ={vEG;v(0)= Muy, llv(t) - Muy; XIl < €}, 

si riconosce che la $ definita da 
L 

Ss v(0) = Mugt Î f(s,M"!v(s))ds 

0 

muta & in sè ed è una contrazione se T, è piccolo. 

Il punto fisso di 9 è soluzione stretta di (1) su un opportuno intervallo [0,T]]. 

Denotiamola con v = v(t). 
Si riconosce che 

ifaM-!v(t);XIl<N, Ost<T,, 

e quindi per . O<t,<t<T,, 

p) 

Iv(t) - v();XI Î Ilf(s,M-1v(s));Xllds < NIt) - tal. 
Uu 

Ma allora esistono K,, K,>0 tali che 

Iv'()-v'(8);XII = IIf(t,M"!v(t)) -f(s,M"1v(8)); XII < 

<Kfit- sl8+ liv()- v(S);XIl} < K, It- sl9. # 

Dimostrazione del Teorema 4 

Sappiamo che (1) ha una unica soluzione locale stretta uECO([0,T,pax);DM)), che è 

anche in C(1O,T_1ax):D(M))), e soddisfa 

t 

Mu(t) = Mu(0) + Î f(s,u(s))ds. 

0 

In forza delle assunzioni (6) e (7), deduciamo 

t 

Iu(t):D(M Il < Ihu(0);D(M Il + Î Ilf(s,u(s));Xllds < 
0 



t 

< Ilu(0);D(M )ll + j CciluCO);WI)Ig (5) Ilu(s);D(M )llds 
(0) 

l 

<C(Ilu(0);D(M )lI, luCO):WI) (14 f 81(S)Ilu(s);D(M )llds. 

0 
Applicando la disuguaglianza di Gronwall, si ottiene 

Nu(t);D(M Il < C(Ilu(0);D(M ll, Ilu(0);WI) ig ;L'(0,1)II 
come desiderato. # 

55 
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